Funkcje tworzgce

Czasem trzeba dopasowac funkcje do pewnego zbioru danych. Przypusémy, ze mamy dane
nastepujace informacje: dla pewnej funkcji f(0) = 0, f(1)=2 f(2)=10, f(3)=30, f(4)=68, f(5)=130,
f(6)=222. Spodziewamy sig, ze do tych danych pasuje jakis prosty wielomian. Czy tak
rzeczywiscie jest, a jesli tak, to co to za wielomian? Dla podanego wyzej przyktadu mozna
sporzadzié tablice réznic:

n0123456
f(n) 0210 30 68 130 222
Af(n) 2820 38 62 92

A%f(n) 612 18 24 30
A3f(n) 6666
A*(n) 0 00

Liczby kazdego wiersza pokazuja, ile wzrastajg liczby poprzedniego wiersza. Pojawienie sie
samych zer w wierszu dla A*f(n) wskazuije, ze istnieje jaki$ prosty wzor na f(n). Jak go znalezé?
Najpierw okreslamy operacje E, ktora przeprowadza f(n) w f(n+1). W szczegdlnosci Ef(0) = f(1),
Ef(1) =1(2), Ef(2) = f(3). Zgodnie z tym f(0) mozna sprowadzi¢ do f(3) stosujgc operacje E trzy
razy. Symbolicznie mozemy to zapisaé tak: £3(0) = f(3). OgdInie E™(0) = f(n). Jezeli znajdziemy
wzér na E"f(0), to osiggniemy nasz cel.

Co mozna powiedzieC o operacji A? Wezmy pod uwage jakas szczegdlng liczbe z tablicy, np.
38, ktdra jest rowna Af(3). Liczba ta jest rdznicg 68-30, dwoch liczb poprzedniego wiersza, jest to
roznica f(4) - {(3), ale f(4) = Ef(3), wiec nasza liczba 38 jest rowna Ef(3) - f(3), co mozemy zapisac
jako (E-1)f(3). Mamy wiec Af(3) = (E-1)f(3). To sugeruje, ze operacja A jest to to samo, co
operacja E-1. W liczbie ktorg wybraliSmy nie byto nic specjalnego, doktadnie takie samo
rozumowanie mozna by przeprowadzi¢ dla kazdej innej liczby tego wiersza. Przyjmujemy wiec
za prawdziwe, ze A i E-1 reprezentujg te samg operacje. Mamy wiec A= E -1, czyli E = 1+A.

Skorzystajmy teraz ze wzoru dwumianowego f(n) = E™(0) = (1+A)"(0) = f(0) + nAf(0) + (n(n-
1)/2)A%(0) + (n(n-1)(n-2)/6)A3f(0) + ... W naszym szczegdlnym przyktadzie A%(0) wszystkie
nastepne wyrazy sg zerami, wiec potrzebne nam sg tylko wyrazy, ktore zostaty napisane w
ostatnim wyrazeniu. Podstawiajgc wartosci z pierwszej kolumny naszej tablicy f(0)=0, Af(0)=2,
A%(0)=6, A3(0)=6, znajdujemy f(n) = 0 + 2n + 3n(n-1) + n(n-1)(n-2), co upraszcza sie do postaci
f(n) = n® + n. Jest to szukany wzdr, ktéry spetnia podane na poczatku dane.

Metoda ta to przyktad odwagi wobec formalizmu, przyktad tego, ze w matematyce mozna
czasem nie by¢ zbyt rygorystycznym, a mimo to dojs¢é do poprawnego wyniku. Mozna te metode
jednak uzasadni¢ w sposob logiczny. ZdefiniowaliSmy operator E, mozemy p6js¢ dalej i okresli¢
dowolny wielomian wzgledem E, taki jak E2 + 2 + 3. Przez (E2 + 2E + 3)f(n) rozumiemy
oczywiscie E2f(n) + 2Ef + 3f(n), czyli f(n+2) + 2f(n+1) + 3f(n). Latwo okresli¢ sume dwéch takich
wielomianéw. Mnozenie definiuje sie jako kolejne stosowanie operacji: (E+2)(E+3) polega na
zastosowaniu najpierw operacji E+3, a do otrzymanego wyniku operacji E+2. Wielomiany
wzgledem E stanowig pierscien przemienny z elementem jednostkowym, stad mamy prawo
stosowac do tego systemu twierdzenie dwumianowe. Poniewaz A = E-1, wiec operacja A nalezy

do naszego systemu i stosowanie wzoru dwumiennego do (1+A)" jest catkowicie uzasadnione.



Metoda znajdowania funkcji tworzgcych przedstawiona wyzej zostata w tym zadaniu podana
raczej jako ciekawostka. Twoim zadaniem jest napisaé program, ktory niezaleznie od podanego
ciggu liczbowego na wejsciu, dla kazdego testu wypisze liczbe, ktéra znajduje sie w
przyktadowym wyjsciu. Doktadnie tg, na ktérg teraz patrzysz. Oczywiscie, program twoj moze
szukac kolejnego wyrazu ciagu podanego na wejsciu, nie jest to jednak koniecznie, cho¢
dopuszczalne. Poniewaz niemgdrym bytoby teraz konczy¢ tekst na tym akapicie, wiec ponizej
rozpisze sie jeszcze troche o wykorzystaniu podobnej metody opisanej wyzej dla rozwigzywania
rownan rézniczkowych.

Z podobnego pomystu korzysta sie w jednej z metod rozwigzywania réwnan rézniczkowych.

Rézniczkowanie oznaczmy przez D, Df(x) oznacza f'(x). Przez (D? + 2D +3) rozumiemy f'(x) +
2f'(x) + 3f(x). Mnozenie okre$lamy jako kolejne stosowanie operacji: (D+2)(D+3) oznacza, ze
najpierw nalezy dokonaé operacji D+3, a na otrzymanym wyniku dokona¢ operacji D+2. Okazuje
sie, ze wielomiany wzgledem D tworzg pierscien przemienny z elementem jednostkowym. Znéw
mozna z petnym zaufaniem do wynikéw stosowac wszystkie wzory algebry elementarnej, w
ktérych wystepuje tylko dodawanie, odejmowanie i mnozenie. Czasami o tej metodzie mowi sie,
ze jest metoda odgadniecia rozwigzania rownania r6zniczkowego, bo zawsze trzeba
sprawdzi¢ jej poprawnosé wzgledem wyniku jaki daje. Nastepnie okazuje sie, ze dziwnym
zbiegiem okoliczno$ci wyniki zawsze sg poprawne.

Wejscie

W pierwszym i jedynym wierszu wejécia znajduje sie dziewieé poczatkowych wyrazéw pewnego
rosngcego ciggu liczbowego (g <2 - 109).

Wyijscie

W pierwszym i jedynym wierszu wyjscia nalezy wypisac jedng liczbe, o ktdérej mowa w tresci
zadania.

Przyktad

Wejscie

14 29 68 143 266 449 704 1043 1478
Wyjscie
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